Fartie 2 Chapitre 3 : programmation dynamique Algorithmique et programmation

1 Deux exemples introductifs

Exercice 1.1 (Toto le robot) Compléter le notebook NSI Terminale Partie 2 Chapitre 3 Toto le robot

Exercice 1.2 (Rendu de monnaie) Compléter le notebook NSI Terminale Partie 2 Chapitre 3 Rendu monnaie

2 Un probléme de plus court chemin

Exercice 2.1 On considere un graphe orienté pondéré défini par sa liste d’adjacence représentée en Pyt hon par le dictionnaire suivant :

{'"A'":{'B': 1, 'C': 2}, 'B':{'D': 4, 'E': 5}, 'C':{'B': 2, 'E': 6, 'F': 2}, 'D':{'G': 2},
"E':{'F': -3, 'G': -1, 'H': 1}, 'F':{'H': -1}, 'G':{'I': -4}, 'H':{'I': 2}}

Dans cet exemple, il y a deux arcs partant du sommet A, le premier allant vers le sommet B avec un poids de 1 et le second allant vers
le sommet C' avec un poids de 2.

1. Compléter le graphe décrit par le dictionnaire ci-dessus.

& © ©

@ (&)
© ©

2. Déterminer le chemin de poids minimal entre les sommets A et [. Justifier.

()

3. Pour gagner en efficacité, on peut remarquer que
Si un chemin optimal de A a I passe par S alors il est encore optimal entre S et I.

Démontrer cette propriété.

4. Pour utiliser cette propriété, on introduit la fonction valeur V' qui a chaque sommet S du graphe associe le parcours de poids
minimal reliant les sommets S et I. Les valeurs de V' se calculent en partant de I puis en « remontant »le graphe vers A.
Compléter le tableau suivant avec les valeurs de V' pour les différents sommets du graphe.

Sommet S I H G F F D C B A

Valeur de V (S) 0

5. En déduire le chemin de poids minimal entre les sommets A et I, en préciser le poids.

6. En quoi cette méthode de résolution illustre le principe de la programmation dynamique ?

Histoire de I'informatique

L’algorithme mis en oeuvre ici est Palgorithme de Ford-Bellman qui permet de déterminer les plus courts chemins a partir d’un
sommet dans un graphe orienté pondéré quelconque (I’algorithme de Dijkstra, plus rapide, impose des poids positifs). Dans les réseaux
informatiques, ’algorithme de Ford-Bellman est utilisé pour déterminer la route empruntée par des messages, pour le protocole de
routage RIP. Richard Bellman est I'inventeur de la programmation dynamique, il a recu le prix de théorie John-von-Neumann en 1976.
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3 Alignement de séquences ADN

Le séquencage du génome a conduit a une collaboration fructueuse entre généticiens et informaticiens et au développement de nouveaux
algorithmes. En effet, on peut coder le génome (I’ADN) avec les quatre lettres ACTG qui sont les initiales des quatre bases nucléiques
(ou nucléotides) : Adénine, Cytosine, Thymine et Guanine.

Des facteurs multiples sont a 1’origine de modifications de la séquence génomique : un nucléotide peut étre substitué par un autre,
disparaitre ou au contraire s’insérer. Ces erreurs et ces mutations sont susceptibles de se propager au sein des populations. Ainsi, la
séquence d’un génome d’une espece, c’est-a-dire 1’enchainement des nucléotides qui composent les macromolécules d’ADN au sein de
ses chromosomes, évolue dans le temps.

La comparaison de séquences est de loin la tache informatique la plus fréquemment exécutée par les biologistes. Il s’agit de déterminer
dans quelle mesure deux séquences, génomiques ou protéiques, se ressemblent.
3.1 Présentation du probléeme

Ici on définit donc une séquence d’ADN comme une suite ordonnée de lettres de 1’alphabet {2, C, G, T} codée sous la forme d’une
chaine de caracteres. Du point de vue algorithmique, on considere donc des mots (tres tres longs) sur cet alphabet.

On se donne deux chaines de caracteres. Il s’agit de trouver le maximum de correspondance entre les caracteres de ce deux chaines.
Par exemple on peut vouloir comparer les séquences "AGATGC" et "AGTATC". Une premiere idée serait simplement de compter le
nombre de caracteres différents :

A G A T G C Ici on compte 3 caracteres différents (du 3¢me au Séme caractere -
A G T A T C en rouge).

Mais le probleme est plus compliqué : rien ne dit que les séquences ADN ont forcément la méme longueur ni qu’elles doivent étre
comparées sur une longueur fixe. Par exemple avec les séquences "ACTTGCATT" et "AACTTGCAT" :

A A C T T G C A T En les alignant sur la méme longueur on constate 6 différences.

En les décalant d’un caractere il n’y a plus que 2 différences.

Comme des nucléotides ont pu s’insérer ou bien disparaitre au cours de 1’évolution on s’autorise a insérer des « trous », notés —, appelés
des gaps, dans I'une ou ’autre des chalnes comme dans le deuxiéme alignment proposé de 1’exemple précédent. Ainsi, la mise en cor-
respondance d’un caractere d’une séquence avec un gap dans 1’autre séquence s’interpréte soit comme une insertion du caractere dans
la premiere séquence, soit comme une délétion d’un caractere dans la seconde, et rend compte d’une insertion ou d’une délétion d’un
nucléotide.

Finalement, pour comparer deux séquences ADN il va falloir insérer de facon pertinente des gaps dans I’'une et/ou I’autre des séquences
afin de réaliser la meilleure mise en correspondance possible, c’est-a-dire réaliser le meilleur alignement (celui qui aligne le plus de
caracteres). Il faut donc également définir une mesure de la qualité de 1’alignement, on définit alors une fonction de coft.

Exemple 3.1 On peut choisir la fonction de coiit suivante : deux caracteres identiques alignés ne cofitent rien, deux caracteres différents
de I’alphabet {A, C, G, T} cofitent un point, un caracteére aligné avec un gap cofite deux points. Avec cette fonction de cofit, le premier
alignement obtient un score de 6 et le deuxieme de 4).

Exercice 3.1 On donne les deux séquences "AGATGCT" et "AGTATC" et les alignements suivants :

Pour chaque alignement donner le cofit associé en utilisant la fonction de cofit proposée dans 1’exemple précédent.

Résoudre ce probléeme revient a trouver I’alignement dont le coiit est le plus faible.

Remarque 3.2 Plusieurs alignements peuvent obtenir le méme cofit, la solution optimale n’est pas forcément unique.
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3.2 Premiere approche : visualiser les chemins

Exercice 3.2
1. Cliquer sur le lien ici puis aller dans la section 3. Principe d’un algorithme de recherche des alignements optimaux.
2. Lire le paragraphe introductif.

3. ATlaide de I’animation expérimenter le tracé d’un chemin proposer deux alignements des séquences "AGATGC" et "AGTATCT"
en indiquant le colit obtenu. Préciser comment est calculé le cofit.

4. ATaide de I’animation chercher un chemin optimal déterminer un alignement optimal des séquences "AGTATCT" et "AGATGC"
(indiquer le cofit).

5. AT’aide des informations trouvées sur cette page (section 3 uniquement) :

(a) Expliquer comment on peut construire récursivement un alignement optimal.

(b) Pourquoi cette approche n’est-elle pas efficace ?

A cette démarche récursive est donc préférée une mise en ceuvre itérative, nettement moins gourmande en temps et en espace mémoire,
qui aboutit a I’algorithme d’alignement optimal de Needleman et Wunsch.
3.3 Programmation dynamique

On stocke dans une matrice (un tableau de tableaux) les cofits des chemins optimaux que 1’on va calculer des plus courts au plus longs.

Soient deux séquences ADN de longueurs respectives M et N. On définit une matrice de dimension (M + 1) x (N + 1). A la position
(1,7) (avec 0 < i < M et 0 < j < N) est associé le coiit optimal du chemin allant de la position (0,0) & la position (7,5) que I’on note

C(i.j).
Exemple 3.3 Soient les chaines "AG"et "ATG". On définit donc ici une matrice 2 x 3.

o Les colits de la premiere ligne (¢ = 0) correspondent aux alignements de la

A T G séquence "ATG" avec j gaps donc valent j.
i/j | 0 1 2 3 R N , .
0o i 3 3 e Les cofits de la premiere colonne (j = 0) correspondent aux alignements
A de la séquence "AG" avec i gaps donc valent i.
1 1 0 1 2 e Les colits en position (i,7) avec ¢ > 0 et j > 0 sont calculés a partir des
G coiits des trois positions (i—1,j—1), (i—1,7) et (¢,j —1) : ¢’est le minimum
7 |2 1 1 1 del1+C(i—1,§),1+C(i,j—1)etde 1+ C(i — 1,5 — 1) si les caracteres

1 et j sont différents ou C'(i — 1,5 — 1) s’ils sont identiques).

Exercice 3.3 A partir de I’exemple ci-dessus.
1. Justifier que C(1,1) =0

2. Justifier que C(2,1) = 1.

3. Quel est le colit minimal de 1’alignement des séquences "AG"et "ATG". Quel est alors cet alignement ?
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Exercice 3.4 Compléter la matrice suivante des cofits optimaux calculés pour les séquences "ATCT" et "GACT" et en déduire le cotit
d’un alignement optimal.

G A C T
i/j |0 1 2 3 4
0
A
1
T
2
C
3
T
4

On souhaite maintenant écrire un algorithme Python calculant le colit minimum d’un alignement entre deux séquences données. On
utilise la fonction de colit qui affecte 1 a un mauvais alignement entre deux caracteres alphabétiques ou un caractere alphabétique et
le caractere "—". Il prend donc en entrée deux chalnes de caracteres c1 et c2 composées uniquement des caracteres de 1’alphabet
{A,C,G,T} sans espace, et renvoie un entier positif ou nul. Pour cela il va construire et utiliser une matrice de cofit C (un tableau de
tableaux).

Exercice 3.5

1. Quelle instruction permet d’initialiser avec des O un tableau de m+1 lignes et n+1 colonnes ?

2. A quoi correspondent les valeurs m et n ?

3. Avec quelles valeurs doit-on initialiser les cofits de la premiere colonne et de la premiere ligne ? Quelles sont alors les instructions
Python a utiliser ?

4. Compléter la fonction suivante et la tester avec les exemples proposés.

def cout(cl : str,c2 : str) -> int:
"mnm Renvoie le colt minimal pour aligner les séquences d'ADN cl et c2
m, n = len(cl), len(c2)
C = [[0]*(n+l) for k in range (m+1l) ]
# Initialisation des colits de la premiere ligne
for j in range(l,n+l):

mmn

# Initialisation des colits de la premiere colonne
for i in range(l,m+1):
# Calcul itératif des colit successifs
for i in range(l, m + 1):
for j in range(l, n + 1):
c =min(l1 + C[i-1]1[3], 1 + C[i]l[3J-11)
if cl[i-1] == c2[3-11:

return ...............

Remarque 3.4 L’algorithme proposé renvoie uniquement le meilleur cotit possible mais ne donne pas un alignement. Pour reconstruire
un alignement optimal il faut soit stocker au fur et a mesure dans une seconde matrice les chemins optimaux choisis, soit les reconstruire
a partir de la matrice des coits en partant de la fin (voir les animations a la fin de la page web interstice).
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4 Synthese

La programmation dynamique est une implémentation améliorée de la version récursive d’un algorithme naif. Au lieu de faire des ap-
pels récursifs, on utilise la mémorisation qui économise ainsi des calculs (et du temps) au détriment de 1’espace mémoire. On utilise un
tableau ou les valeurs sont ainsi calculées « dynamiquement » en fonction des précédentes.

La programmation dynamique est a la fois une méthode d’optimisation mathématique et une méthode de développement informatique.
Dans ces deux contextes, il s’agit toujours de résoudre un probleme en se basant sur plusieurs sous-problemes plus simples a résoudre.

Petite histoire de la programmation dynamique

1940 Richard Bellman utilise pour la premiere fois le terme dynamic programming pour décrire le processus de résolution de problémes
pour lesquels on a besoin de prendre un ensemble de solutions optimales successivement.

1953 11 en affine la définition pour arriver a celle d’aujourd’hui : il s’agit d’emboiter des sous-problémes aux solutions plus simples
pour aboutir une conclusion plus large.

Plus tard, 'IEEE reconnaitra ce domaine comme faisant partie des sujets de I’analyse systémique et de I’ingénierie. On se souvient alors
de la contribution de Bellman sous le nom de I’équation de Bellman :

Toute solution optimale s’appuie elle-méme sur des sous-problemes résolus localement de fagcon optimale.

Un probléme releéve de la programmation dynamique si :
* le probleme peut étre résolu a partir de sous-problemes similaires mais plus petits ;
* la solution optimale au probleme posé s’obtient a partir des solutions optimales des sous-problemes ;

* les sous-problemes ne sont pas indépendants et 1’utilisation de la récursivité nécessite de résoudre un méme sous-probleme un
grand nombre de fois;

* ’ensemble des sous-problemes est discret, c’est-a-dire qu’on peut les indicer et ranger les résultats dans un tableau.

Ces caractéristiques sont apparentes dans 1’équation récursive qui caractérise le probléme.
C’est, en général, de trouver la bonne forme récursive du probleme qui constitue I’étape importante de sa résolution.

On peut comparer les différentes stratégies de résolution vue cette année :

Stratégies de résolution basées sur des sous-probléemes

Algorithme Glouton Diviser pour Régner Programmation dynamique

Optimal = Choix Glouton + Sous-probléme optimal Optimal = Sous-problémes disjoints + Fusion Optimal = Sous-problémes superposés + Stratégie de calcul

Dans la stratégie gloutonne on fait des choix considérés comme optimaux pour construire une solution optimale. Dans le cas de la
méthode « Diviser pour régner », on décompose le probléme en sous problémes indépendants et en général on résout récursivement le
probleme en combinant les solutions des sous-problémes. La programmation dynamique peut étre considérée comme une adaptation
de la méthode « Diviser pour régner » adaptée a des problemes non indépendants (sous-calculs identiques dans les résolutions) pour
lesquels on mémorise des résultats intermédiaires.

Remarque 4.1 La programmation dynamique une approche ascendante (des sous-solutions optimales vers la solution optimale) plutot
que descendante (comme lorsque 1’on parcourt I’arbre des possibles qui contient des répétitions). Autrement dit on résout les problemes
les plus petits jusqu’a résoudre le probleme initial. Une autre stratégie de résolution est de garder la structure récursive du programme
naif, mais en se souvenant seulement des résultats nécessaires dans un tableau dédié (on ne construit pas toutes les sous-solutions). Il
s’agit cette fois d’une approche descendante. On parle alors de « mémoisation ».

Exercice 4.1 La suite de Fibonacci est la suite d’entiers (F,,) définie par Fy = 0, F; = 1 et, pour tout entier n, Fy, 4o = Fj,41 + Fj,.
Ecrire une fonction fibonacci (n) qui calcule la valeur de F, en utilisant la programmation dynamique.
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