Partie 3 Chapitre 1 : généralités sur les graphes Graphes et arbres

Exercice 1 (Structures) Décrire la structure des deux graphes ci-dessous. Préciser leur ordre et leur taille.

@@

(a) Figure 1.1 (b) Figure 1.2

Exercice 2 (Sommets, voisins et degrés) On reprend les deux graphes de I’exercice 1.
1. Graphe de la figure 1.1.

(a) Quels sont les sommets adjacents au sommet 2 et au sommet 3 ?
(b) Quels sont les voisins du sommet 5 ? On précisera ses prédécesseurs et ses successeurs.
(c) Quels sont les degrés entrant et sortant du sommet 4 ? Quel est son degré ?
(d) Le graphe admet-il un sommet isolé ?
2. Graphe de la figure 1.2.
(a) Quels sont les sommets adjacents au sommets 3 ?
(b) Quels sont les voisins du sommets 4 ?
(c) Quel est le degré du sommet 1?
(d) Quel est le degré minimal du graphe ? le degré maximal ?

Exercice 3 (Chemins) On reprend les deux graphes de I’exercice 1.
1. Graphe de la figure 1.1.
(a) Existe-t-il toujours un chemin entre deux sommets ordonnés ? Si non, quels sous-graphes vérifient cette propriété ?
(b) Donner un chemin de longueur 4 partant du sommet 1 et arrivant au sommet 5.
(c) Donner un cycle de longueur 5 partant du sommet 2.
(d) Dans le sous-graphe formé par les sommets 1, 2, 4 et 5, existe-t-il un chemin contenant une et une seule fois tous les arcs ?
2. Graphe de la figure 1.2.
(a) Existe-t-il toujours un chemin entre deux sommets ? Si non, quels sous-graphes vérifient cette propriété ?
(b) Existe-t-il un chemin de longueur 3 entre les sommets 1 et 3 ?
(c) Le graphe est-il acyclique ?
(d) Existe-t-il un chemin contenant une et une seule fois toutes les arétes ?

Exercice 4 (Distance et diametre) On reprend les deux graphes de I’exercice 1.
1. Graphe de la figure 1.1.
(a) Quelle est la distance entre les sommets 1 et 5 ? entre les sommets 1 et 3?
(b) En déduire le diametre du graphe.
2. Graphe de la figure 1.2.
(a) Quelle est la distance entre les sommets 1 et 5 ? entre les sommets 3 et 5?
(b) Quel est le diametre du graphe ?
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Exercice 5 (Réseau routier) Un livreur doit effectuer des livraisons dans six villes différentes. Le graphe ci-dessous indique les liaisons
routieres qu’il peut emprunter entre ces six villes.

1. En partant d’une ville quelconque, le livreur peut-il toujours rejoindre une autre ville ? Que cela signifie-t-il pour le graphe ?

2. Pour aller d’une ville a une autre le plus rapidement possible, par combien de villes intermédiaires doit-il passer? A quoi cela
correspond-il pour le graphe ?
3. Le livreur part de la ville N.

(a) Existe-t-il un parcours lui permettant d’emprunter une et une seule fois toutes les routes du réseau ? Si oui, dans quelle ville
se retrouve-t-il a la fin de ce parcours ? Que cela signifie-t-il pour le graphe ?

(b) Existe-t-il un parcours lui permettant d’emprunter une et une seule fois toutes les routes du réseau et de revenir a la ville de
départ ? Que cela signifie-t-il pour le graphe ?

4. Le livreur par de la ville N. Existe-t-il un parcours lui permettant de passer une et une seule fois par les cinq autres villes et de
revenir a la ville de départ ? Que cela signifie-t-il pour le graphe ?

Exercice 6 (Site web) Le graphe ci-dessous modélise un site web constitué de six pages. Les fleches indiquent les liens entre les pages.

)

1. Peut-on accéder a n’importe quelle page du site a partir de n’importe quelle autre page ? Que cela signifie-t-il pour le graphe ?
2. On est sur la page 1. Peut-on accéder a la page 6 en trois clics ? Que cela signifie-t-il pour le graphe ?

3. Montrer qu’il existe une page a partir de laquelle on peut visiter une et une seule fois tous les liens du site. Sur quelle page se
retrouve-t-on a la fin ? Que cela signifie-t-il pour le graphe ?

4. Quel lien unique faut-il ajouter au site pour que, a partir d’une page quelconque, on puisse visiter une et une seule fois tous les
liens et revenir a la page de départ ? Que cela signifie-t-il pour le graphe ?

Exercice 7 (Graphe complet)
1. Un graphe complet est-il connexe ?
2. Le graphe complet d’ordre 3 est-il eulérien ? semi-eulérien ?
3. Le graphe complet d’ordre 4 est-il eulérienr ? semi-eulérien ?

4. Pour quelles valeurs de n le graphe complet d’ordre n > 3 est-il eulérien ? semi-eulérien ?
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Exercice 8 (Probleme d’examen) Un lycée doit faire passer des épreuves de rattrapage a 4 éléves : Adrien, Bérangere, Charlotte
et Dimitri. Sept disciplines sont concernées. Adrien doit passer des épreuves en mathématiques, physique et anglais; Bérangere en
mathématiques, biologie et francais ; Charlotte en mathématiques, anglais et espagnol et enfin Dimitri en physique, frangais et histoire.
On souhaite regrouper les épreuves pour les éleves devant passer la méme matieére en rattrapage. On peut planifier a la méme heure deux
épreuves n’ayant aucun éleve en commun et on voudrait faire ces rattrapages le plus rapidement possible.

On se pose donc la question de savoir quel est le nombre minimal de plages horaires a prévoir pour qu’aucun éleéve n’ait a passer deux
épreuves simultanément.

1. Modéliser ce probleme a I’aide d’un graphe d’incompatibilité : chaque aréte du graphe doit indiquer une incompatibilité entre les
deux sommets qu’elle relie.

2. On appelle coloriage du graphe un coloriage des sommets de telle sorte que deux sommets adjacents n’aient pas la méme couleur.

(a) Proposer un coloriage avec trois couleurs.
(b) Justifier qu’un coloriage du graphe a au minimum trois couleurs.

3. Proposer une réponse au probléme posé.

Exercice 9 (Soirée cluedo) Monsieur et Madame Leblanc se retrouvent a une soirée avec trois autres couples d’amis : le professeur
Violet et son épouse, le docteur Olive et sa femme et le colonel Moutarde et sa fiancée. Durant cette soirée, plusieurs poignées de mains
sont échangées. Bien siir, personne ne serre sa propre main et les époux ne se serrent pas la main entre eux. De plus, deux personnes
quelconques de I’assemblée se serrent la main au plus une fois. A la fin de la soirée, Monsieur Leblanc remarque que les sept autres
personnes ont échangé des poignées de mains en nombres tous distincts.

1. Quelles sont les valeurs possibles pour le nombre de poignées de mains serrées par chaque personne ? Que peut-on en déduire
pour Monsieur Leblanc ?

2. Représenter la situation par un graphe dont les sommets sont numérotés par le nombre de poignées de mains serrées.

3. Combien de poignées de mains Monsieur et Madame Leblanc ont-ils échangé avec les autres membres de la soirée ?
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