Fartie 3 Chapitre 3 : parcours de graphes Graphes et arbres

Beaucoup de problemes sur les graphes nécessitent que I’on parcourt de fagon systématique les arétes/arcs du graphe afin d’en visiter
les sommets pour mettre en évidence plusieurs caractéristiques structurelles (sommets accessibles depuis un sommet particulier, che-
mins, connexité, etc.). Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux deux principales stratégies élémentaires d’exploration : le parcours
en largeur et le parcours en profondeur. Ceux-ci procédent par coloriage afin de suivre la progression de la découverte des sommets :

= Initialement, tous les sommets sont coloriés en blanc, traduisant ainsi le fait qu’ils n’ont pas encore été « découverts ».

* Lorsqu’un sommet est « découvert », c’est-a-dire quand on arrive pour la premiere fois sur ce sommet, il est colorié en gris. Le

sommet reste gris tant qu’il reste des successeurs de ce sommet qui sont blancs, ¢’est-a-dire qui n’ont pas encore été découverts.

* Un sommet est colorié en noir lorsque tous ses successeurs sont gris ou noirs, c’est-a-dire lorsqu’ils ont tous été découverts.

1 Parcours en largeur

1.1 Idée générale de I’algorithme

Le parcours en largeur est I'un des algorithmes de parcours les plus simples. Il est a la base de nombreux algorithmes importants sur les
graphes comme, par exemple, 1’algorithme de Dijkstra pour calculer les plus courts chemins a origine unique ou 1’algorithme de Prim
pour déterminer un arbre couvrant minimal (voir chapitre 5).

Il consiste a explorer les sommets du graphe niveau par niveau, a partir d’un sommet donné. Plus précisément, étant donné un graphe
G, ordonné ou non, et un sommet s € S, le parcours en largeur découvre tout d’abord les sommets a distance 1 de s, puis les sommets a
distance 2 de s, puis ceux a distance 3 de s, ... et, ainsi de suite, jusqu’a avoir découvert tous les sommets de G accessibles depuis s.

Il construit ainsi un arbre de parcours en largeur de racine s donnant, pour chaque sommet u accessible depuis s, un « plus court
chemin » de s a u dans G, c’est-a-dire un chemin contenant le plus petit nombre d’arétes/arcs. Bien siir, le parcours obtenu en sortie est
différent selon le sommet de départ, mais aussi selon 1’ordre dans lequel les sommets adjacents a2 un sommet donné sont visités.

1.2 Algorithme du parcours en largeur

<1 Structures de données. L’algorithme va utiliser plusieurs attributs pour les sommets  du graphe :

* u.couleur qui permet de stocker les valeurs blanc, gris ounoir;

* 1 .pere qui permet de stocker le prédécesseur de v dans le parcours afin de construire 1’arbre de parcours;

* uw.distance qui permet de stocker la distance depuis le sommet s dans le parcours.
L’algorithme utilise également une file FIFO pour gérer les sommets gris : un sommet est mis dans la file dés qu’il est colorié en gris, il
y reste tant qu’il a des successeurs encore blancs et en sort lorsqu’il est colorié en noir.

<1 Algorithme. fonction parcours_largeur (G:un graphe, s:un sommet)

pour chagque sommet u de G tel que u # s
u.couleur <« blanc
u.pere <« null
u.distance <« o
fin pour
s.couleur « gris
s.pere « null
s.distance <« 0
F « {s}
tant que F # J
u «— F[1]
F « F - {u}
pour chaque voisin v de u
si v.couleur = blanc alors
v.couleur <« gris
v.pere <« u
v.distance « u.distance + 1
F « F + {v}
fin si
fin pour
u.couleur <« noir
fin tant que
renvoyer G
fin fonction

< Complexité. La complexité de 1’algorithme est en O(card(.S) + card(A)) pour une implémentation par listes d’adjacences et en
O(card(S)?) pour une implémentation par matrice d’adjacence.
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Exemple 1.1 La figure 1 ci-dessous illustre la progression de la fonction parcours_largeur sur un graphe particulier. Les arétes
sont ombrées quand elles sont parcourues par la fonction. Les valeurs v . distance sont données a I’intérieur de chaque sommet u. La
file F' est représentée au début de chaque itération de la boucle tant que. Les valeurs u.pere de chaque sommet  sont indiquées
sous chaque sommet de la file.

T S u T S u
v w X v w x
Graphe initial (@) F -
null

T S u T S u
@ @
O 19@
v w X v w xr
®) F: [o]7] © F: [r]u]w]
S S

s v v
r S u
v w X
© F: [w]z]
v ou
T S u r S u
v w X v w X
) F: [«] © F: &

u

FIGURE 1 — Un exemple de parcours en largeur

Exercice 1.2 D’apres I’algorithme du parcours en largeur effectué dans 1I’exemple 1.1 :

1. Quels sont les sommets situés a une distance 2 du sommet s ?
2. Suivant le parcours en largeur effectué, quel est le parent du sommet w ?

3. Peut-on affirmer que le graphe initial est connexe ? Pourquoi ?
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1.3 Arbre de parcours en largeur
1.3.1 Construction

La relation pére/fils établie entre les différents sommets lors de 1’algorithme du parcours en largeur permet de définir une relation
hiérarchique entre les différents sommets accessibles depuis le sommet initial s. En particulier, les branches de 1’arbre suivies depuis
s jusqu’a un sommet accessible u fournissent un plus court chemin de s a u dans le graphe G, c’est-a-dire un chemin contenant le
minimum d’arétes/arc. En particulier, ce chemin est simple, c’est-a-dire qu’il ne passe que par des sommets distincts. Bien siir, cet arbre
de parcours dépend du sommet de départ, mais aussi de 1’ordre dans lequel les sommets adjacents a un sommet donné sont visités.

Exemple 1.3 La figure 2 ci-dessous donne I’arbre de parcours en largeur obtenu a I’issue du parcours en largeur de I’exemple 1.1.

FIGURE 2 — Arbre de parcours en largeur de I’exemple 1.1

Exercice 1.4 D’apres I’arbre de parcours ci-dessus, quel est le plus court chemin dans G entre les sommets s et  ?

Exercice 1.5 On suppose que le sommet w est visité avant u lors de I’ étape (e). Cela modifie-t-il I’arbre de parcours obtenu précédemment ?

1.3.2 Applications

L’ arbre de parcours en largeur permet d’établir de nombreux résultats sur la structure du graphe. Par exemple, il permet :
* de déterminer si un graphe non orienté est connexe et, s’il ne 1’est pas, de déterminer ses composantes connexes ;
* de déterminer tous les sommets accessibles depuis un sommet donné;
* de déterminer tous les sommets situés a une certaine distance d’un sommet donné ;
* de déterminer, s’il existe, un plus court chemin entre deux sommets donnés du graphe.

Ces différentes questions seront étudiées en détail en exercice.

Remarque 1.6 L algorithme de parcours en largeur présenté dans ce cours est celui qui est le plus couramment utilisé. Toutefois, il en
existe de nombreuses variantes comme, par exemple, des parcours en largeur qui peuvent avoir des origines multiples pour les sommets
de départ.
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2 Parcours en profondeur

2.1 Idée générale de I’algorithme

La stratégie suivie par un parcours en profondeur est, comme son nom I’indique, de descendre « plus profondément » dans le graphe
chaque fois que c’est possible.

Lors d’un parcours en profondeur, les arétes/arcs sont systématiquement explorés a partir du sommet v découvert le plus récemment
etdont on n’a pas encore exploré tous les arcs qui en partent. Lorsque toutes les arétes/arcs qui partent de u ont été explorées, 1’algorithme
« revient en arriere » pour explorer les arcs qui partent du sommet a partir duquel v a été découvert. Ce processus se répete jusqu’a ce
que tous les sommets accessibles a partir d’un sommet source initial aient été découverts. S’il reste des sommets non découverts dans
le graphe, on en choisit un qui servira de nouvelle source et le parcours en profondeur reprend a partir de cette nouvelle origine. Le
processus complet est répété jusqu’a ce que tous les sommets du graphe aient été découverts.

Contrairement au parcours en largeur, il ne construit donc pas un seul arbre, mais en général plusieurs, appelés arbres de parcours
en profondeur, qui constituent une forét de parcours en profondeur.

De plus, le parcours en profondeur va dater chaque sommet du graphe a 1’aide de deux dates : la premiere indiquant le moment ou
le sommet a été découvert pour la premiere fois et la seconde indiquant le moment ol le parcours a fini d’examiner toutes les arétes/arcs
qui en partent. Ces dates fournissent des informations importantes sur la structure du graphe et sont souvent utiles pour analyser le
comportement du parcours en profondeur.

Bien siir, la forét de parcours en profondeur et les dates des différents sommets dépendent de 1’ordre dans lequel les sommets sont
parcourus, mais également de 1’ordre dans lequel les sommets adjacents a un sommet donné sont visités.

2.2 Algorithme du parcours en profondeur

<1 Structures de données. L’algorithme va utiliser plusieurs attributs pour les sommets « du graphe :
* u.couleur qui permet de stocker les valeurs blanc, gris ounoir;
* u.pere qui permet de stocker le prédécesseur de u dans le parcours afin de construire I’arbre de parcours ;
* u.debut qui permet de stocker la date a laquelle le sommet u a été découvert pour la premiere fois ;
* 1. fin qui permet de stocker la date a laquelle le parcours a fini d’examiner la liste d’adjacence de .

L’algorithme utilise également une pile LIFO pour gérer les sommets gris : un sommet est mis dans la pile deés qu’il est colorié en gris
et ces successeurs encore blancs sont placés devant lui; il est colorié en noir et sort de la pile lorsque tous ces successeurs sont déja
coloriés en noir. Cette pile est intrinséque a 1’algorithme récursif proposé ci-dessous, mais peut tres bien étre écrite « a la main » a I’aide
d’un algorithme non récursif.

<1 Algorithme.

fonction parcours_profondeur (G:un graphe) fonction visiter (G, u, d)
pour chagque sommet u de G d«— d+ 1
u.couleur <« blanc u.debut « d
u.pere <« null u.couleur <« gris
u.debut <« o pour chaque voisin v de u
u.fin « o si v.couleur = blanc alors
fin pour v.pere <« u
date «— 0 G, d « visiter(G,v,d)
pour chagque sommet u de G fin si
si u.couleur = blanc alors fin pour
G, date « visiter (G,u,date) u.couleur <« noir
fin si d « d+1
fin pour u.fin « d
renvoyer G renvoyer G, d
fin fonction fin fonction

<1 Complexité. La complexité de I’algorithme est en O(card(S) + card(A)) pour une implémentation par listes d’adjacences et en
O(card(S)?) pour une implémentation par matrice d’adjacence.
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Exemple 2.1 La figure 3 ci-dessous illustre la progression de la fonction parcours_profondeur sur un graphe particulier. Les
arétes sont ombrées quand elles sont parcourues par la fonction. Les valeurs indiquées a I’intérieur de chaque sommet v sont de la forme
u.debut/u. fin. Les valeurs u . pere sont indiquées a c6té de chaque sommet.
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FIGURE 3 — Un exemple de parcours en profondeur
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2.3 Forét de parcours en profondeur
2.3.1 Construction

Comme dans le parcours en largeur, la relation pére/fils établie entre les différents sommets lors de 1’algorithme du parcours en pro-
fondeur permet de définir une relation hiérarchique entre les différents sommets accessibles depuis un sommet initial. Toutefois, I’al-
gorithme du parcours en profondeur ne construit pas en général qu’un seul arbre de parcours, mais plusieurs puisque, contrairement au
parcours en largeur, il doit parcourir fous les sommets du graphe et donc peut définir plusieurs sommets sources pour la construction de
ses arbres de parcours. L’ ensemble des arbres obtenus définit alors une structure particuliere, appelée forét de parcours en profondeur,
qui refléte exactement la structure des appels récursifs de la fonction visiter.

Par ailleurs, contrairement au parcours en largeur ol seul I’arbre de parcours obtenu en sortie était important, on conserve ici toutes
les arétes/arcs du graphe, y compris celles n’apparaissant pas initialement dans la forét de parcours. On a en particulier la classification
suivante :

Définition 2.2 On appelle :
* arc de liaison tout élément (u,v) € A de la forét de parcours ;

* arc arriére tout élément (u,v) € A reliant un sommet v a un ancétre v dans un arbre de la forét (les boucles sont considérées
comme des arcs arrieres);

* arc avant tout élément (u,v) € A non arc de liaison et reliant un sommet » 2 un descendant v dans un arbre de la forét;

* arc transverse tout élément (u,v) € A qui n’est pas de I’'un des types précédents ; en particulier, il peut relier deux sommets d’un
méme arbre de parcours du moment que 1’un des sommets ne soit pas un ancétre de 1’autre, ou deux sommets de deux arbres de
parcours différents.

Théoreme 2.3 (admis) Dans un parcours en profondeur d’un graphe non orienté, les arétes sont soit des arcs de liaison, soit des arcs
arrieres.

Exemple 2.4 La figure 4 ci-dessous donne la forét de parcours en profondeur obtenue a I’issue du parcours en profondeur de I’exemple 2.1.
Les arétes grisées correspondent aux arcs de liaison et les arétes étiquetées R correspondent aux arcs arrieres.

FIGURE 4 — Forét de parcours en profondeur de I’exemple 2.1

2.3.2 Applications

La forét de parcours en profondeur permet d’établir de nombreux résultats sur la structure du graphe. Par exemple, il permet :
* de déterminer si un graphe orienté est fortement connexe et, s’il ne I’est pas, de déterminer ses composantes fortement connexes ;
* de déterminer s’il existe des cycles dans le graphe;
* de trier les sommets d’un graphe orienté acyclique selon certains criteres (tri topologique).

Ces différentes questions seront étudiées en détail en exercice.

Remarque 2.5 Comme pour 1’algorithme de parcours en largeur, 1’algorithme de parcours en profondeur présenté dans ce cours est
celui qui est le plus couramment utilisé. Toutefois, il en existe également de nombreuses variantes comme, par exemple, des parcours
en profondeur admettant une origine fixée.
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